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Introduction

RdP : Réseau de Petri
e Carl Adam Petri, 1962
Modéliser le comportement
automatismes,
protocoles réseaux,

informatique embarquée
modélisation de SI...

Théorie mathématique
e comme d'autres : automates d'état fini...
Prépare le terrain au MCT (extension)




Notions de base

Grqp/'}e A/‘ —-pdr’c‘/eé

e 4 notions
ens. fini de places : P ={P1, P2, P3...}
ens. fini de transitions : T={T1, T2...}

P1 P2
ens. fini d'arcs: A ¢ PxT u TxP O O
jetons

e (Vecteur de) Marquage

* places + jetons
* marquage initial : situation de départ

e Dynamique du RdP : Q

e regles d'évolution du marquage

e moniteur d'exécution
e stratégie d'application des regles
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Jetons
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Places, Jetons & Marquages

e Place : conteneur de jetons

e Place en entrée d'une transition
e pePenentréedet:(pt)ecA
e E(1):entréedet

e ensemble des places en entrée de t
e peE(t)

e Place en sortie d'une transition
e pePensortiedet:(tp)eA
e S(1):sortiedet
e ensemble des places en sortie de t
* peS(t)




Places, Jetons & Marquages

e Vecteur de marquage :
nombre de jetons
dans chacune des places
a un instant donné
e Mi{:P->N
e Marquage initial Mo : marquage avant de faire fonctionner le RdP

P1 P2




 RdP: évolue dans le temps 41 X2 =2 T =

e le marquage change apres AEZ 8 )
application d'une transition W XTT => P3) = |

géré par le moniteur W XTT => P2) = o
d'exécution

2
e les arcs «déplacent» les

jetons selon leur poids 4 al

n »tgr

circulation simultanée de eM® sran®
Jetons

par défaut : 1 seul jeton
W:A->N




Notions complémentaires

Transition «puits»

e sortie vide : ne produit rien,
se contente de consommer

¢ S(Tpui‘rs) =9

Transition «source»

entrée vide : ne consomme rien,
se contente de produire

toujours déclenchable !
E(Tsource) =0

Permettent de représenter les
interactions avec le «monde extérieur»




e Arc inhibiteur

e Uniquement dans PxT

e enentrée d'une transition
e PoidsaO

e WaO0 pour cet arc

e DoncW:A->N*
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e Arc inhibiteur

e Uniquement dans PxT

e enentrée d'une transition
e PoidsaO

e WaO0 pour cet arc

e DoncW:A->N*




Définition plus formelle

o 5-uplet{P, T, A, W, Mo} :
e P:ensemble fini de places
T : ensemble fini de transitions
A € (PxT)u(TxP) : ensemble fini d'arcs
W : A -> N+ : fonction décrivant le poids des arcs
Mo : P -> N : vecteur de marquage initial

P2

D = {Pl, P,?, PB?
o= £718

I, € 227D, (71,P3), (71,925

1




Dynamique d'un RdP

e Transition déclenchable ?

e les places en entrée ont
suffisamment de jetons au
regard du poids des arcs qui
les lient a la transition




Dynamique d'un RdP

P1 P2

e Déclenchement d'une transition ° e

e elle agit sur les places en
entrée et en sortie e L
e consomme les jetons des places

en entrée e
[ ]

produit des jetons dans les places =
en sortie Mo = 21,2,25

les quantités (consommées et
produites) sont définies par W
(poids des arcs) £

le nombre total de jetons n'est
pas nécessairement constant




Dynamique d'un RdP

e Plusieurs transitions = plusieurs possibilités
d'effectuer des modifications sur le RdP

e Nécessité de choisir

* Moniteur d'exécution : chargé d'orchestrer
I'exécution du RdP

* Fixe les regles définissant modalités et contraintes

e détermination des transitions candidates (déclenchables,
tirables, franchissables)

e les places en entrée ont suffisamment de jetons au regard
du poids des arcs qui les lient a la transition

sélection de la transition a appliquer
«exécution» de la transition (consommation/production)




Exemple d'exécution

2, ¢ T est déclenchable,
car elle attend | JeZ‘on en
Al et 2 JeZ‘onS dans P2

Elle est /a sectle, donc
elle est déc/enc hée



Exemple d'exécution

2, ¢ 71 est déclenc hable,
car elle altend | Jeton en
Al el 2 jetons dans Pz
De méme, 72 est
déclenc hable, car elle
atend | jelon en A | Jeton
en P3 et | Jez(on en Pq

7/ facd choisir !

4;;//?410175 ad hottveasl
I7 !



Exemple d'exécution

N Sewle T2 est
qpp//‘CCZA/e

Elle est déc/enc hée !




Exemple d'exécution

2, | plus auciune
Yransition n est
déclenc frable

Le niontectr ne pe//(f p/ US
/‘/‘eh f d/./‘e, .I

7/ es? é/o?/,zé .’




Exemple d'exécution

Mars remontons dans /e
lemps...
¢, ¢ 71 lad déclenchable,
car elle allend | Jeton en
Al el 2 jelons dans P2
De rméme, 72 éta
déclenc hable, car elle
atend | jeton en A | Jelon
en P3 et | Jeton en P4

I/ rfall atl choisir ./ /4 /a
place de 7, app/ /‘?aoné
pletst T2 1



Exemple d'exécution

Z, ¢ /a encore, /9/4(5
auc wune transidion »n est
déc lenc sable

Le niontectr ne pe//(f p/ US
/‘/‘eh f d/./‘e, .I

7/ es? é/o?/,zé .’




Dynamique d'un RdP

Evolution du RdP
= Evolution des jetons dans les places
=> Evolution du marquage : graphe de marquage

£, 4, O, I, O3

\4

£, 2,1, 1, 08

/»

Z') O, 2y |, 0; O, 2 O, O, 2;

v

£0, 0, 0y O, 25




Stratégies du moniteur d'exécution ?

e Plusieurs transitions possibles ? Laquelle choisir ?
la premiere dans T (ou la derniere)
la moins souvent déclenchée (ou l'inverse)
celle qui produit le plus (le moins)
par tirage aléatoire (au hasard)
la plus proche de l'objectif
la plus forte priorité

e Retour arriere ?
* toutes seront essayées

e Toutes en parallele ?




Modélisation a l'aide des RdP

e Logique sous-jacente ?
* Places en entrée = liées par un ET logique

Places en sortie = liées par un ET logique

Arcs inhibiteurs = liés au NON logique

Place «partagée» par g s

deux transitions
= OU logique...
e bof




Modélisation a l'aide des RdP

 Modélisation :
e par composition de RdP (a synchroniser)
* vs. par un seul

4

e Eléments de modélisation ?
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 Modélisation :
e par composition de RdP (a synchroniser)
* vs. par un seul

4

e Eléments de modélisation ?

Transitions | Precondition, postconditions

Places Traitements

Arcs Connecteurs

Evenements (discrets ou
continus) ou ressources

Jetons




Modélisation a l'aide des RdP

 Modélisation :
e par composition de RdP (a synchroniser)
* vs. par un seul

4

e Eléments de modélisation ?

Transitions Traitements

Places Precondition, postconditions

Arcs Connecteurs

Evenements (discrets ou
continus) ou ressources

Jetons




Modélisation a l'aide des RdP

o Poin"' de Vue des ‘l'rbansi'rions Précondition de T1
e traitements
e séquences ininterruptibles

Postcondition de T1




Modélisation a l'aide des RdP

e Point de vue des transitions
e tfraitements
e séquences interruptibles ?

Q Précondition de T1
T1 en cours Q

Lancement

trait i
el Fin de T1

Terminaison
traitement

é Postcondition de T1



Modélisation a l'aide des RdP

e Point de vue des transitions
e tfraitements
e séquences interruptibles ?

Q Précondition de T1

Arrét de T1

@

traitement

Lancement
traitement

T1 en cours

Terminaison
traitement

Fin de T1

()

é Tl interrompue é Postcondition de T1



Modélisation a l'aide des RdP

e Point de vue des places

e lieux de stockage des conditions de déclenchement,
des signaux, des disponibilités de ressource

e Point de vue des jetons
* sighaux, événements, ressources
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Modélisation a l'aide des RdP

e Point de vue des places

e lieux de stockage des conditions de déclenchement,
des signaux, des disponibilités de ressource

e Point de vue des jetons
* sighaux, événements, ressources




Modélisation a l'aide des RdP

e Modélisation de
comporTemen’rs
(Parallélisme)

Synchromsa’rlon
Partage de ressources

Mémorisation/Lecture
d'informations
Limitation d'une capacité
de stockage

Schémas caractéristiques




Modélisation a l'aide des RdP

e Modélisation de
comportements
Pamllélisme |

1 nchronisa’rAi:o

== e

Partage de ressources
Mémorisation/Lecture
d'informations
Limitation d'une capacité
de stockage

Schémas caractéristiques




e Modélisation de
comportements
Pamllélisme |

1 nchronisa’rAi:o

== e

Partage de ressources
Mémorisation/Lecture
d'informations
Limitation d'une capacité
de stockage

Schémas caractéristiques




e Modélisation de
comportements
Parallélisme

Synchromsa’rnon

CPartage de ressourc@
Memorlsa’rlon/ Lecture

d'informations
Limitation d'une capacité
de stockage

Schémas caractéristiques




Modélisation a l'aide des RdP

e Modélisation de
comportements
e Parallélisme
e Synchronisation

* Partage de ressources

ad “Mémorisation/Lecture
~dinformations

T aaa

e Limitation d'une capacité
de stockage
Schémas caractéristiques




Modélisation a l'aide des RdP

e Modélisation de
comportements
e Parallélisme
e Synchronisation

* Partage de ressources

ad “Mémorisation/Lecture
~dinformations

T aaa

e Limitation d'une capacité
de stockage
Schémas caractéristiques




Modélisation a l'aide des RdP

e Modélisation de
comportements
Parallélisme

Synchronisation

Partage de ressources
Memorlsa’rlon/ Lecture

len'ra’rlon d une capa acité™
desockage ‘

Schémas caractéristiques




Modélisation a l'aide des RdP

e Méthode de construction
* par raffinement

* par composition
e fusion de transitions

e fusion de places i A B
‘/p/e/h

o~ Livraison / g 4{{ y —_—
( 6} ) R M Vente ¥ e(‘ ) (S

Libre {

,__;4 & x/;a/e@ ..K ;R._;m

=
4N
, 3
Production N _ AN Lvraison e N » ﬂ %
| 0
‘ S

Dépéi ( )

Sfoclé p/ ern
Client

Proa/a/f /7 /7/‘

USine




Modélisation a l'aide des RdP

e Méthode de construction
* par raffinement
* par composition

e fusion de transitions
e fusion de places

Libre < 6 ) < | ) Plein A Z‘Z(‘g"z“g( 6 Lt> 2
/ | \ lLivrason / \ M/ ! :\

T AT

3
O
\
: . -~ - a T ol _ . s e S L e 3
R . M \/enZ‘e | ﬁ %
. (@ 3

NG G

Sfoclé p/ ern
USine Dé péz‘ Client

Production ‘t i ﬂ

Proa/a/f /7 /7/‘




Difficultés de modélisation avec les RdP

e Atftention!
e jeton = «variable logique»

e Vrai/Faux
e Absent/Présent

ce n'est pas une information, mais plutot une
détection
les jetons sont indifférenciés




Difficultés de modélisation avec les RdP

e Attention aux simplifications !




Difficultés de modélisation avec les RdP

e Attention aux simplifications !




Difficultés de modélisation avec les RdP

e Tdentifier clairement le niveau de modélisation
e Systeme global ?
e Composants du systeme ?

e Sy tenir

e Attention a la production sélective de jetons

P3 et Py sont 5y5Z‘éMdf/‘?aemenZ‘
alimentéds | I/ nest pas possible de
rmoddliser 4{/ ‘aimente P3 ou Py




Difficultés de modélisation avec les RdP

e Tdentifier clairement le niveau de modélisation
e Systeme global ?
e Composants du systeme ?

e Sy tenir

e Attention a la production sélective de jetons

yie) <{/ ‘d/ imente P3 ou P 4/>> ) PSS Je

ne contrd/e Pas /es conditions




Difficultés de modélisation avec les RdP

e Ré-amorcer les places ?

£')0)0)')3)'; A
Scénario | ScCénario 2

50,1,0,1,2;03 £1;0>'>0>2)0;

. Z0,0,535150 S
Scénario 3 SCénario 4/>

20,!,0,!;2,‘; z1)0)')0)—7)15

ZO}')'}OK

Mg = {1,00,13,1}




Difficultés de modélisation avec les RdP

e Ré-amorcer les places ?

Scénario 1 £1,0,0,1,3,1%

Scénario | Scénario 2

50,1,0,1,2;03 £1;0>'>0>2)0;

. Z0,0,535150 S
Scénario 3 SCénario 4/>

20,!,0,!;2,‘; z1)0)')0)—7)15

ZO}')'}OK

M, = {0,1,0,1,2,0}




Difficultés de modélisation avec les RdP

e Ré-amorcer les places ?

£')0)0)')3)'; A
Scénario | ScCénario 2

50,1,0,1,2;03 £1;0>'>0>2)0;

. Z0,0,535150 S
Scénario 3 SCénario 4/>

20,!,0,!;2,‘; z1)0)')0)—7)15

ZO}')'}OK

Mg = {1,00,13,1}




Difficultés de modélisation avec les RdP

e Ré-amorcer les places ?

Scénario 2 £1,0,0,1,3,15

Scénario | Scénario 2

50,1,0,1,2;03 £1;0>'>0>2)0;

. Z0,0,535150 S
Scénario 3 SCénario 4/>

20,!,0,!;2,‘; z1)0)')0)—7)15

ZO}')'}OK

M, = {10,1,0,2,0}




Difficultés de modélisation avec les RdP

e Ré-amorcer les places ?

£')0)0)')3)'; A
Scénario | ScCénario 2

’ ) Q I
50,1,0,1,2;03 £1;0>'>0>2)0;
P1 0 ° 0 P4
o £,0,003)3 |
Scénario 3 m( SCénario 4/>
T1 £0,,0,,208  £,0,,0,2,15

P2 P3

Mg = {1,00,13,1}




Difficultés de modélisation avec les RdP

e Ré-amorcer les places ?

Scénario 3 £1,0,0,1,3,15

Scénario | Scénario 2

50,1,0,1,2;03 £1;0>'>0>2)0;

. Z0,0,535150 S
Scénario 3 SCénario 4/>

20,!,0,!;2,‘; z1)0)')0)—?)15

ZO;')';OK

M, = {01012}




Difficultés de modélisation avec les RdP

e Ré-amorcer les places ?

Scénario 3 £1,0,0,1,3,1%

Scénario | Scénario 2

50,1,0,1,2;03 £1;0>'>0>2)0;

. Z0,0,535150 S
Scénario 3 SCénario 4/>

20,!,0,!;2,‘; z1)0)')0)—?)15

ZO;')';OK

M, = {011,011}




Notions complémentaires

Réseau élémentaire : W : A ->{0,1}

Circuit élémentaire :
* circuit dans le graphe associé au réseau

e retour a la place initiale sans passer 2 fois par la méme
place

Boucle:3peP,teT :(p1)eA A (t,p)eA

Réseau pur : réseau ne contenant pas de boucle




Vérification de propriétés

e Vérifier certaines caractéristiques comme :
e existe-t-il un blocage ?
* puis-je atteindre cette configuration ?
e efc.

Nécessité de mettre en place un formalisme et de
s'appuyer sur les propriétés structurelles
e formalisme

-> définition formelle desRdP : {P, T, A, W, Mo}




Matrices d'incidences

Représentation du réseau par 2 matrices
e lignes : places du réseau
e colonnes : transitions du réseau

e intersection : effet sur le réseau de la transition sur la
place (en fonction du poids des arcs)

U* : matrice d'incidence sortante

e production

e W(a)siae TxP c A, O sinon

U~ : matrice d'incidence entrante

e consommation

e W(a)siaePxTc A, Osinon

U : matrice d'incidence du RdP = U*-U-




Matrices d'incidences




Matrices d'incidences




Séquence de franchissement

e Séquence de franchissement
= chemin dans le graphe de marquages

B 5 8 o
Z 2,

;—2) 3, 2 4, 0g ly 5 0 3 25
N WL

£2,1, 3, 4, O £, 3, 1, 3,; 25

Z k/ \Z‘z

£, 1, 2, 3, 25 £0, 3, 0, 2, 45

2

£0,1, 1, 2, 4%

Exemple de Sé?aenés IN<?\, 4%, 7./




Vecteur de comptage

Vecteur de comptage d'une séquence de franchissement
= pour chaque transition, le nombre de fois ou elle est
prise
Exermple de séovence : <, 25y 2,y 2,0
Vecteur de comptage + <2, 27

erMﬁ/e de Séfaenc(g : L2, 2,7, ¢,
Vectewur de COmpiage i L2, 22




équa’rion d'état

. équa‘rion d'état : calcul de I'évolution du RdP
* sitoutes les cellules de M; sont positives ou nulles,
M; est valide (il existe une séquence de i étapes
permettant d'y arriver)
M transpe

M} = M§+ UV}

e |
> ‘ iranéif'o”'é
S !

¢ g ‘wel ce Vecleur, o est /0055/5/&. il

s on. [ Sowdtion di \ :
Accention <3 permel dy arriver... ,MaS

donc. au MOInS Une 5é?é(8hce ?w

exl‘éf e
ces donnant Ce velledr.

pas Léoessarenent toutes les \Sé?aen




Exemple de calcul

P2 > / lioué
@ Q//(e//e est le margHUage aprés avolr appligie




Exemple de calcul

2

4

Quielle est le MargUage

\0/

>:

2

1

o/

aprés aolr appligué

_|_




Exemple de calcul

S / Jioué
@//(e//e est le margHUage aprés avolr appligie

Mo U Comptage (XTy £

ooy
H /
ey 2 6=

o/ H




Exemple de calcul

Jostxx o135 T 7

P2 > / lioué
@ Q//(e//e est le margHUage aprés avolr appligie

Mo U Comptage (<2y 87

: \;,01\ f AR |

9\
3
é‘?) 5) l) 4/) 0;
Z(, z12 4

22, 3, 2, 4,705 ly 5, Oy 3) 25 \O)

e

22; l, 3, 4) 0; il, 3, 0, 3, 2;

‘T N

£l) ly 2y 3 ‘2; £0, 3, 0, 2, 4;

v

ZO’ by 1y 2 45




Vérification de propriétés

Soit R(M) : ens. des marquages qu'il est possible
d'atteindre a partir du marquage M

Transition vivante t :

vMeR(Mo), IM'eR(M) 1q

t est franchissable pour M’

Si toutes les transitions sont vivantes : RdP vivant.

S'il n'existe pas une transition vivante pour M,
alors M’ représente un blocage.

Un réseau sans blocage = réseau vivant




Vérification de propriétés

* Place k-bornée : le nombre de jetons ne dépasse
jamais k quelque soit le marquage atteignable a
partir du marquage initial.

e Réseau k-borné : toutes les places sont k-bornées.
e k=1: réseau sain.

e Sile réseau est k-borné quelque soit le marquage
initial : réseau structurellement borné.




Vérification de propriétés

e M est un marquage atteignable a partir du
marquage initial Mo si I'équation d'état

M} = M+ U.X"

possede une solution.

e X est alors le vecteur de comptage de la séquence
de franchissement séparant Mo de M.
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A propos de I'équation d'état

M} = Mi+ UV, M} — UV} = M
Utilisations possibles :

e déterminer si un marquage est atteignable a partir
d'une séquence de franchissement (toutes les valeurs
de M; sont positives ou nulles)
déterminer si une séquence est valide (pas a pas)
déterminer la ou les séquences permettant
d'atteindre un marquage
déterminer si, a partir d'un marquage, une transition
est franchissable
déterminer les marquages initiaux possibles pour
arriver a un marquage donné
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Réseaux de Petri colorés

e Extension du modele : le RdP coloré
e jetons typés (colorés)
e transitions plus complexes : ensembles de fonctions

relatives aux couleurs des jetons consommés et
produits (transitions «colorées»)

e {P,T,A, Mo, Cp, Ct, W, W}
o W :(pt)ePxT:Cx(t)-> 4(Cr(p))
e #(E): multi-ensemble sur E
o W*:(t,p)e TxP: Cr(t) -> t(Cr(p))
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Réseaux de Petri colorés

 Transition plus complexe
e couleur: type
e sémantique variable selon la place et la transition

e Modélisation du OU logique possible

* il est possible de ne rien produire sur une place
pourtant en sortie...
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Mais aussi...

Réseaux synchronisés,

e déclenchement d'une transition, soumis a un
événement extérieur

Réseaux temporisés (P-temporisés, T-temporisés),
e transition/place dure en certain temps

e Réseaux stochastiques

Réseaux temporels

e fenétre de déclenchement [min,max]

Réseaux hiérarchiques...
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Mentions

La structure de ce cours, certains exemples voire certains transparents sont issus du
cours d'Alain Vailly pour le modules S21I030 de I'année 2009-2010 (avec son aimable
autorisation)

e Cours en ligne e-miage : http://pagesperso.lina.univ-nantes.fr/info/perso/permanents/vailly/
Enseignement/EMIAGE/EnDev/ModuleB302EMiageV2.3/b302.html

Transparents du module S21T030 pour I'année 2009-2010

Livre : «Conception des systemes d'information», P. André & A. Vailly, Ellipse,
2001

Fiches de TD et TP du module S21TI030 pour l'année 2009-2010
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